Introduction aux systemes asservis

Schematic :3 f pacemaker system.

Systemes de réegulation

é

Clim automatique

Régulateur niveau
_ piscine
Consigne constante



Types de systemes asservis:

Systemes suiveurs

Missile a téte chercheuse

Suiveur solaire

Consigne variable
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Perturbations La sortie doit correspondre au
plus pres a I’entrée
(boucle retour avec capteur)

Entrée e(t) Systéme Sortie s(t)  stabilité
asservi précision
Pilote automatique =0 rapidité
Commandé en continu _ amortissement ...
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MP 89 CA “METEOR” installation d’épuration de gaz
de haut-fourneau



Criteres de performance

Distinction des réegimes

Transitoire Permanent
\ \

Y N
N

sortie (t)
(

temps




Criteres de performance

Régime permanent

Précision : écart entre les valeurs souhaitée (consigne) et obtenue (sortie)

sortie (t)

consigne

emps

3(t)



Criteres de performance

Régime transitoire

Rapidite : caractérisée par le temps mis pour arriver en régime

permanent /
/
/ \\ // y, bande +/- 5%
=1\ /N ¥ %
:' 11 II \\ // \\ /%
t=20 I W A 4 \
2 / Vi etecn_fnate.
/
temps




Criteres de performance

Régime permanent

Stabilité : stable si la sortie est bornée, pour une entrée bornée

op | {0z oal T ooe | o

Am;;-.ude ) {\ F If
] - /
1 \) ]\J \/ \} U \J‘ U ’ _

Instable



Criteres de performance

Régime permanent

Stabilité : stable si la sortie est bornée, pour une entrée bornée

[\
\

RANY N
U

sortie (t)
(

temps

Stable



Criteres de performance

Régime transitoire

Amortissement : caractérisé par la diminution de 1’amplitude des

oscillations
/ \\ ______ y, bande +/- 5%
=1\ /N %
:' 11 II \\ // \\ /%
t=20 I W A 4 \
3 / \/ va’:eu}-—ﬁnale—
|
temps




Schématisation par schema-blocs

Trois éléments de base:

B E'ntréel Sortie
OC principale Norm d
| systeme [
LY
Comparateur *_, (X) E=xy X =X+V-2
(sommateur)
ty *
: X /
POlnt de - e Y >

prélevement
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Modeélisation par équations differentielles

Modele géneral

Les SLCI etudiés seront representables la plupart du temps par
des équations différentielles a coefficients constants liant la
grandeur d'entrée e(t) a la grandeur de sortie s(t).

Ordre du systeme

13



Modeélisation par équations differentielles

Systemes du premier ordre

constante de temps du systeme (S)

\_;__ds(t) +s(1)=Ke(t)

dt [

Gain du systeme [s]/[€]

14



Modeélisation par équations differentielles

Systemes du premier ordre

— 0000 —T
L
e(t) Rl [u®)
e(t) ey u(t)
—_— Cllr:({:t”t _
o)=L pi) w()=Ril1)

L du(t) _
|=> — +u(t)=el(t)

Exemple : circuit RL (moteur électrique) 15



Modeélisation par équations differentielles

Systemes du premier ordre

Exemple : circuit RL (moteur électrique)
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Modeélisation par équations differentielles

Systemes du deuxieme ordre

Pulsation propre
Non amortie (rad/s)

\

d’s(t) 2Zw0ds(r) Fwls(t)=K wle(r)

dt’ f dt f

Coefficient d’ amortissement Gain du systéme [s]/[e]
(rad/s)

17



Modeélisation par équations differentielles

Systemes du deuxieme ordre Amortisseur

Ressort

Exemple : Suspension

18



Modeélisation par équations differentielles

Systemes du deuxieme ordre

F(t) x(t)
—>» | Suspension —>

NN
=

position

initiale

Exemple : Suspension 19



Modeélisation par équations differentielles

Systemes du deuxieme ordre

) Le Principe Fondamental de la
ﬁt,// ... Dynamique appliqué a la masse donne
& o ‘,Q I'equation differentielle :
|
R

d’x(t) b dx(t) k 1
e +M ” +Mx(z)—M F (1)
2
Identification avec d SE’)+2zw0dS(r)+ 3 (1)=K wye(t)
dt dt
_1 .k .
K= %0 =0 T

Exemple : Suspension

20



2) Les systemes asservis

Un systeme asservi comporte une boucle retour (capteur) associée a un comparateur
—) rétroaction de la sortie sur ’entrée (bouclage)

Comparateur

Chaine aller ou directe ou d’action

t
I
Consigne |
(entrée) |
|

4 N\
Compare l'entrée

(consigne) a la

valeur obtenue

\

‘: Grandeur asservie

1 (sortie)
1

-

\_

Se lit de la|
gauche
vers la
droite.

J

| Représentation graphique :
schéma blocs

(sortie).

Différence
entre I'entré
et la sortie.

1

Se litde la
droite vers
la gauche.

e
J Chaine de retour ou de réaction

Réqulation : sortie reste a une valeur fixée (température four, vitesse moteur...).

Asservissement : la sortie suit une loi fixée (bras de robot...).

\‘ Trajectoire ]




Systeme asservi

Schéma blocs
Régulateur

Perturbation

7

|
. Correcteur .
Cons:gneQ : _ Grandeur asservie
]
|
|
\

p + Processus > ,
(entrée) Amplificateur (sortie)

Capteur

J

Grandeur physique
pouvant evoluer

avee Ies mps. (> Entrée : reglable, indépendante du systeme.

3 Perturbation : entrée sur laguelle on ne peut aqir.
[ Variable } < g _ , \q P J
B Sortie : dependante du systeme.

Tension électrique, vitesse, température, angle...

> Interne : dépendante du systeme.

[Paramétre} —> Grandeur physique indépendante du temps.




Exemple d’un pilote automatique d’avion

Sortie Asservissement en altitude
(altitude reelle) | Présence d'un trou d'air ('avion doit rester a une altitude choisie).

Altitude de I'avion s(t)

Consigne e(t)

Entrée
(altitude souhaitée)

Le systeme intervient N Réaction du systéme asservi
automatiqguement

Schéma blocs plt)
perturbations

aérodynamiques

7 ;
c(t) + Correcteur + * h(t)
> + Mote/ Aileron >

altitude souhaitée mplificateur Wde de l'avion

de l'aileron.

Paosition angulaire]

/—/
7, - 7 . - N
Entreée, ;()rtle, pe turbatloy( variablg interne, p)(ametre,
comparateur, écart, capteur, chaine aller, chaine retour.

Criteres de

qgualité de
I'asservissement
. (caractéristiques))

Notion de stabilité, précision, rapidité, amortissement. ¢



http://www.google.fr/imgres?imgurl=http://www.flyrelax.com/airlines/TK/B738.jpg&imgrefurl=http://www.crash-aerien.aero/www/news/article.php?id=226769&h=342&w=518&tbnid=sFV2QH0Q7fxX-M:&zoom=1&docid=T7r99CaZXR7IyM&ei=P2oJVO3RApPhavzSgPAM&tbm=isch&iact=rc&uact=3&dur=684&page=15&start=335&ndsp=23&ved=0CIEBEK0DMCk4rAI

Signaux d’entrée

L’étude d’un systéme asservi se fait a travers le comportement du systeme
en réponse a des signaux d’entrée particuliers

Amplitude du signal N Amplitude du signal

w %
A4

&

Précision statique = Précision y
Rapidite dynamique t

Amplitude du signal . . A Amplitude du signal
_ _ sinusoidal
Impulsion

(Dirac) = Stabilité

étude fréquentielle
(diagrammes de Bode)

n

—) Etude stabilité




Analyse temporelle d’un 16" ordre

Systeme du 1°" ordre (forme canonique) :

HE) == — 1

1+T.p

avec . 1 :constante de temps (unité : seconde)

K : gain statigue (unite : [s] / [e])

25



Analyse temporelle d’un 16" ordre

Réponse indicielle d’un 1°" ordre : E(p) S(p)
K — 1 HP [—
)= 0
A s(t) |
Eo.K | | -
095.EgK [~ 0.99.E0K
0,63.Eq.K -—-————-——----?i;l---- -5 E E
pente (Eq.K/1) e(t):Eogpu(t)
t
, ot
T 3.1 57T

26



Analyse temporelle d’un 16" ordre

Réponse indicielle d’un 1°" ordre : U(p) Q(p
Exemple : vitesse d 'un moteur CC : Hm(P) -

HEp)= o U

1+0,1.p Le moteur démarre immediatement, mais sa
A vitesse n’augmente que progressivement pour
60 rad/s atteindre sa vitesse en regime finale (60 rad/s)

o7 rad/S —* --------------------------------------------- a)(l?

' 0,99.E,.K

38radls | .

pente (Eo.K/1) u(t)=5.l?,1(t)

/ t(ens)
| | N

0,1 0,3 0,5 27

oV




Criteres de qualité d’un systeme asservi

Quatre criteres de qualité sont étudies
dans le cadre de notre programme.

= - /y \ A 7 7 = V4
» Stabilité —=> « A entrée bornée sortie bornée »

(permanent)

.’
Régime établi I
|
|
|

» Précision

Précision statique
Precision dynamique

- - - = lr"er 2 ‘
Régime transitoire : > Rapidit€ | => Temps de réponse a 5% (tr,,)

Régime établi

er dé
T > Amortissement 1 = 1° dépassement (D)




Stabilite

« A entrée bornée sortie bornée »

—) réponse a un éechelon

Systeme instable avec oscillations Systeme instable sans oscillations

sortie (réponse) 4 La sortie diverge ) sortie (réponse)

(non bornée), avec
ou sans oscillations,
alors que l'entrée est

L constante (bornée). )

L’étude de la stabilite se fait a partir de la réponse fréquentielle (étude harmonique)

—> diagrammes de Bode




Systeme stable

e(t)

—

|

Pas d’oscillation
en sortie.

apériodique

t

[

»

pseudopériodique

Systeme instable

Les oscillations
de sortie
s’amortissent.

> rupture du mécanisme !

~

« A entrée bornée sortie non bornée. »

e(t)
\/ .
\/ >




Précision

Précision statique

Aptitude du systeme asservi
a atteindre la valeur de
consigne constante.

—> réponse a un echelon

Entrée en
echelon

valeur finale

s(t {u(t) 0 pour t<0
ut) =1 pour t>0

Fonction d’Heaviside 12120

e(t) =A x@ |

0 Appelée aussi fonction unité, | >

identité ou indicielle. J Erreur ]

statique.

Schéma blocs

Consigne
(entrée)

+

Perturbation

Correcteur
+
Amplificateur

T

Processus

g Grandeur asservie

(sortie)

Capteur <

Ecart statique

Erreur statique ==> entrée - sortie

—)> entrée - retour

=

Vs

g, = lim (entrée — retour)]
t—o0

er, = lim (entrée — sortle)]
t—o0




statique

e(t) = A.u(t) [er = 0] Erreur ]

Précision de 100%

t

~
T

Si présence d’oscillations

Erreur
statique

e(t) = A.u(t)

[erS: O]

s(t) Précision de 100%

t

N
L




[Fonction d’Heaviside

Précision dynamique \, R
‘65.‘" [er ;=0 ]

Aptitude du systeme = q ;

asservi a suivre la valeur Efredr dyhamique
vty (entrée — sortie)
de consigne qui évolue. s(t)

e ‘ R : >
Systemes stables [ Précision dynamique de 100% ]
méme si la sortie

est non bornée Ce systéme est instable

(car I'entrée n'est || (|a sortie « s’éloigne » de I'entrée).
pas bornée). /T

) réponse a une rampe

.

3¢me cas

s(t) er, = lim (entrée—sortie)]

[—>0

t

>

On parle d’écart (ou d’erreur) dynamique, de poursuite ou de trainage




7) Rapidite Sortie sans dépassement
e(t) = A x u(t)

valeur finale

Aptitude du systeme asservi
a atteindre rapidement une
nouvelle valeur de consigne.

—> | Temps de réponse a 5%
(réponse a un échelon)

[ Instant ou la sortie atteint 95% de la valeur finale.

Sortie avec depassement

LI s

valeur finale

échelon d ’entrée

Instant ou la sortie rentre dans la bande a +/-5%
de la valeur finale sans plus jamais en ressortir.

7




Toujours bien raisonner par
rapport a la valeur finale.

Synthese :

Bande a +/- 5% de la valeur finale

------ Valeur finale




8) Amortissement

Aptitude du systeme asservi a avoir
des oscillations peu prononcées.

—> réponse a un echelon

18" dépassement

Sans oscillations
e(t)

valeur valeur

t
D, est *trop” grand D, est correct” Pas de dépassement

(et ”trop” d’oscillations) (et ”peu” d’oscillations) (D, est nul)
—) systeme mal amorti = systéeme bien amorti = == systeme tres amorti

D, est géneralement exprimé en pourcentage de la valeur finale

(D1 représente la hauteur du 1°' ) N\ : _
dépassement (1€ pic) par rapport | | hauteur totale du 1" pic — valeur finale

a la valeur finale et non pas la valeur finale
hauteur totale de ce 18 pic.

x 100




Modeélisation des systemes linéaires

Modele du premier ordre

/ .‘ \\\\-zo dB/décade

] |
Pas d'influence de la constante de tempm=0.7

T it +s(t) =k-e(t)

int critique
»

{
A
i
S {
ol : K=1
A t = . - f
o (3
A3 li ¥
= '3
1 2]
. F
Z
. { y :
| T ,
‘

Influence_du Gain




Modeélisation des systemes linéaires

Modele du second ordre




Analyse temporelle d’un 2€ ordre

Systeme du 2¢ ordre (forme canonique) :

H(p) = K = he)

2
1+2€i’p+p2
Q% Q%

avec : ®, : pulsation propre non amortie (unité : rad.st) ;

& 1 (« X1 ») coefficient d'amortissement (sans unite)
(on emploie aussi les notations z ou m) ;

K : gain statique (unité : [s] / [e] ).

39



Analyse temporelle d’un 2€ ordre

Réponse indicielle d’un 2¢ ordre : s HO)= K

ERL] np) [P 1+ %85 P

My My

2¢ ordre amorti (ou « non-oscillant ») : £>1
K K

H(p) = =
1+§p+ P : (1+ Tl.p).(1+ Tz.p)

@, @,
Eo.K - _asymptote Seule différence visible

/i

entre 1¢" ordre et 2¢
ordre non-oscillant

e()=E,.u(t)

T T, 40



Analyse temporelle d’un 2€ ordre

A premier
ordre

\

second

ordre
non-oscillant

41



Analyse temporelle d’un 2€ ordre

08
06
04-

0.2 1

1.4 1

Réponse indicielle d’un 2¢ ordre, en fonction de & :

£=0.2

Temps de réponse a 5% minimal d 'un 2 ordre :
Sans dépassement (donc non-oscillant) : £=1

Peu iWépassements :E=0,7
£=0.692_X //_\

/ A 7 \3.574

42



Analyse temporelle d’un 2€ ordre

Exemple de réeponses indicielles d’un 2® ordre non-oscillant :

Moteur CC asservi en position, avec correcteur proportionnel
faible (lent, non-oscillant, ressemble a un 18" ordre).

Consigne demi-tour (3,14 rad) :

econsigne

3

25

2

1,5

Angle, en rad

1

0,5

]

—

/|

o

moteur

/

/

/

/

0,

2 0,

4

0,6 0,8 1

Tempst (en s) 43



Analyse temporelle d’un 2€ ordre

Exemple de réeponses indicielles d’un 2 ordre :

Moteur CC asservi en position, avec correcteur proportionnel

faible (lent, non-oscillant, ressemble a un 18" ordre).
Consigne demi-tour (3,14 rad) :

. emoteur.

0 02 04 06

08
Tempst (ens|

1

44



Analyse temporelle d’un 2€ ordre

Exemple de réponses indicielles d’un 28 ordre oscillant :
Moteur CC asservi en position, avec correcteur proportionnel fort

(rapide mais oscillant, ne ressemble pas a un 1¢" ordre).
Consigne demi-tour (3,14 rad) :

A
\Omoteur

3,5

conEs;igm \1 7 ST
= \V
= 25
c
D
5 2
(@)
g 15

1

0,5

0

0 0,2 0,4 0,6 0,8

Temps t (en s) 45



Identification a un 18" ordre

Gain statique K H (p) _ @

A
s(“il_____l_{f__E__O_ _________ /_ fl/____________________________________)_,?z_f_? _____________________________________________________________________________________________
// L= — s(t)
/ Z ;
/ | ; i 4 [ [ ofge
/ - Pente en un point On pourrait aussi utiliser
0,63.5(c0) I . _quelconque 0,95. s(=2) & linstant 3. T
T mais c’est trop imprécis !
e(t)
/
E, 7
/
t
Pente'a T

l'origine



Identification a un 18" ordre

Exercice :
|dentifier le systeme a partir de sa réponse a un echelon 2,5u,
.-

temps

1.4

47



Identification a un 28 ordre apériodique

KEc-t+---------------—--- TP
l
|

Poing d’inflexion
<~ (chagement de sens de courbure)
|

|
|
|
|
T T1 + To



Transformees de Laplace et FT

Objectif :

Supprimer les equations différentielles dans les calculs (simplifier les

equations de modelisation).

Démarche:
Domaine temporel |

Domaine symbolique
de Laplace

Equations
differentielles en
SRS De Laplace

Transformeée
fxa

Equations

.| polynomiales en p
avec S(p) et E(p)

N |
. Modélisation
N |

I

Transmittance ou
Fonction de
Transfert

Transformee
~

Solutions s(t) = ... >

e

Inverse

Solutions S(p) = ...

Y

Caractéristiques du
systeme

49



Transformees de Laplace et FT

Démarche (exemple d’un moteur CC) :

Domain t%ryporel /\Domalne symbolique

o(t
JRIKZ +a)(t)——u() de Laplace 4
Ke 1 IRIKZpQ(p)+Q(p) = U (p)
Equations Transfnrmee Equatlons KE
differentielles en ~~_| polynomiales en p
s(t) et e(t) De Lapiate |avec S(p) et E(p) 1/ K¢
T/ 1+J.R/IKp
[ Modélisation /J\ Transmittance ou
N _/éi le systeme est soumis a | U(p) = 8/ Fonction de
~ uneconsigne u(t) = 8V | P)=¢aip Tfa“vSfEFt
Solutions s(t) = ... (.ﬂansmrm °® Solutions S(p)k .|  [Caractéristiques du
~ systeme
Stabilite,
8 Q(p) = 8/Ke Temps de réponse,

o(t) = K_ 1-e JRIKe" (1+J R/K.? p) D Précision...

E 50



Transformees de Laplace et FT

Transformée de Laplace :
f()—>F(p) =L[F()](p) = f()e P dt

avec p une variable complexe, dont 'unité estenst:p=a+j.b

avec J? = -

F(p) = L(f(t)) : transformée de Laplace de la fonction f.
f(t) = L-1(F(p)) : transformée inverse de la fonction F.

1

o1



Transformees de Laplace et FT

Propriétes importantes de la transformee de Laplace :

Propriétés f(t) F(p) = L(f(t))
linéarité a.f,(t)+b.f,(t) la.F(p)+b.F(p)
dérivation f '(t) pF(p)
i F
intégration _[0— f (X).dX (p)
P
retard f(t—7).u(t—r) e P .F(p)

52



Transformees de Laplace et FT

Théoreme de la valeur initiale :

lim (f (1)) = lim (p.F(p))

t—0"

=> Pente a I’origine : lim (f (t)) = I|m (p F(p))

t—>0"

Théoreme de la valeur finale :

lim (1)) = lim (p.F(p))

t—+o0

=> Pente finale :  lim (f'(t)) = ;!LT (pZ-F(p))

t—+o0

si la limite existe




, H hese: Cl =01
Transformées de Laplace et FT oo arecherche FT

Fonction de transfert (FT) d’un systeme :
La FT d’un systeme est la traduction dans le domaine de Laplace
de I’equation différentielle liant I’entrée et la sortie du systeme.

d"s(t) d"s(t)

d"e(t) d™e(t)
U T +h

a at™ L gt

+...+a,5(t)=Db,,. +...+by.e(t)

> Transformation dans Laplace

qn gn-t dMe(t d™e(t
an.l{ dif\t)}an_l.l{ dtns(lt)}+...+ao.|_[s(t)]=bm.l{ dtenf)}+bm_l.L{dtTe(l)}...+bo.L[e(t)]

a,.p"S(p)+a,_.p""S(p) +...4+a,.S(p) =b,,.p".E(p) + b _,.p" E(p) +...+ by.E(p)
S(p).| ag +a,p+...+a,.p" |=E(p).| by +by.p+...+byp" |

by +bp+..+ bm.pmw Fonction de S(p)
— > H(p) ==~
3y +ap+..+a,p ]J transfert E(p)

S(p) = E(p)

54




Transformees de Laplace et FT

Fonction de transfert (FT) d’un systéme :

Domame de Laplace I:
1 Il
, Fonction deicransfert H(p) = 2((2))
\ | SYSTEME ~— ]
E(p) @ ) [ D(p) L S(p) = H(p) E(p)
Y |
: l
: R(p) |
: l
: l
E(p) H(p) | S(p) = H(p).E(p)

55



Transformees de Laplace et FT

Forme canonigue d’une Fonction de transfert :

H(p) = K J(Drbp+..+b,.p™
p* (13 ay.p+...+a,.p" )

rdre du systéme = o + n’ : degré du dénominateur ;
. classe du systeme ;
. gain statigue du systeme.

Polynome en p

56



Transformees de Laplace de fonctions usuelles

Echelon unitaire, ou fonction d’Heaviside :

Echelon unitaire défini par :
u(t) u(t)=1 pourt=>0;
¢ u(t) =0 sinon.

Tous les phénomenes physiques que I’on €tudiera commenceront a
t=0, et seront nuls avant (grace eventuellement a un changement
d’origine). Toutes les fonctions seront donc multipli€es par u(t)

L[u(t)]:%

S7



Transformees de Laplace de fonctions usuelles

Echelon (ou « constante ») :

e()=E,.u(t)
t .

E

L[Eo.u(t)]z?O

58



Transformees de Laplace de fonctions usuelles

Impulsion (de Dirac) :

Impulsion de Dirac définie par :
0(0) = +0 ;
A1) o(t)=0 pour t=0;
t [ s(t)dt=1
L[3(t)] =1

L’1tmpulsion de Dirac est la dérivée de I’¢chelon

59



Repreésentation Externe

* La fonction de transfert d’un systeme LTI est de

la forme :

Réponse impulsionnelle
y(t)=H(t)®u(t)

—> H(t)
u(t)

——>

A

N

Impulsion

y(t)

Y(P)=H(p)U(p)

—» H >
U(p) I g

\Eplace/>

A

N

»
»

Fonction de transfert externe :
« H(t) : réponse impulsionnelle
« H(p) réponse fréguentielle

60



Repreésentation Externe

« La fonction de transfert d’un systeme LTI est de la forme :

m Fonction de
Y(p) _ G(p) = B(p) _by+b.p+...+b,.p transfert
U(p) A(p) a,+a.p+...+a.p" externe
« Vocabulaire : u y

—| Systeme | —

— G(p) est la fonction de transfert du Systeme

— L’ordre du systéme est n

— Les racines de B(p) sont les Zéros du Systeme
— Les racines de A(p) sont les Pdles du Systeme
— Sim<n le systeme est Strictement Propre

— Sim=n le systeme est Propre

— Sim>n le systeme est Impropre
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Repreésentation Externe

e Le systeme:
@:G(p):B(p)_ b, +0,p

U(p) A(p) a,+a,.p

— Est d’ordre 1

— Est strictement propre si b1=0
— Est propre si bi£0

— Le pOle du systeme est p=-ao/a1

— Le zéro du systeme est z=-bo/b1

626,



Etude d’un systéme du premier ordre stable

Etudions la réponse a un échelon d’un systéme du premier ordre de la forme:

G(p)=ip pour p,={0.5,0.7,2}

1+—
P;

FPole- Zero ks
D86 076 064 05030 16

~ ¥ .. «

Ampitude

Imaginary Axis

os s L N R
O:7FEs 064 0 S0 3 16
= " -~ - g . -
= -1 = -1 0= o
Real Acxis




On observer que :
-Tous les pbles du systeme sont négatifs.
-Le systeme est stable (dans le sens entrée bornée / sortie bornée).

-Le systeme est d’autant plus rapide que le pole est grand en valeur absolue.

Rapide Lent

Reel
Stable
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Transformees de Laplace de fonctions usuelles

-
Rampe :

Droite de pente A
A.t.u(t)

A
"2

p

La rampe est la primitive de 1’échelon

L[Atu(t)]=
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Transformee inverse de Laplace

Décomposition en eléments simples :
Exemple :

poles réels

p°+3.p+5 3
p.(p+D)*(p*+2p+2)

poles complexes

66



Transformee inverse de Laplace

Décomposition en eléments simples :
Exemple :

p°+3.p+5 A B C D.p+E
=+ + +
p.(p+D°(p°+2p+2) p p+1 (p+1)° p°+2.p+2

Pour A : multiplier 'équation par p puis fairep=0.

p°+3.p+5 A B C D.p+E
p. — =p.| —+ + ~+—
p.(p+1)(p°+2p+2) p p+l (p+1)° p°+2.p+2
2
p2+32.p+5 A4 B N C 4 2D.p+E
(Pp+D)°(p°+2p+2) p+1 (p+1) P °+2.p+2
2_a

2
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Transformee inverse de Laplace

Décomposition en eléments simples :
Exemple :

p°+3.p+5 A B C D.p+E

p(p+D%p‘+2p+a::p+p+1+(p+D2+p2+2p+2

Pour C : Multiplier par (p+1)? puis p =-1.

p°+3.p+5 ~( +l)z A B  _Dp+E
0.(pD7(p>+2p+2) P | p+1 p?+2.p+2
(—1)2+3.(—1)+5

(_1)((_1f-+z(_1)+2)

—3=C

j+c
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Transformee inverse de Laplace

Décomposition en eléments simples :
Exemple :

p°+3.p+5 A B C D.p+E
=+ + +
p.(p+D°(p°+2p+2) p p+1 (p+1)° p°+2.p+2

Pour D et E : Multiplier par p?+2p+2 puis p = une des racines
complexes et identification partie réelle et imaginaire.

2
: +3'p+25:£A+ 5 © 2).M+D.p+E

p.(p+1) p p+1 (p+1) it
Racine de p?+2p+2 : A=22-4*2 = -4 =>Une racine: P=————

—1+1

(—1+i)2+3.(—1+i)+5_ iy :(2+i) €1+i;
(~1+i).(i)’ =D+ E (1-1).(1+1)
1+3. . 3 5

=-D+E+Di D=2 E-1iD-=
2 2 2
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Transformee inverse de Laplace

Décomposition en eléments simples :
Exemple :

p°+3.p+5 A B C D.p+E
2 (2 =7 + > T2
p.(p+D°(p"+2p+2) p p+1 (p+1)° p°+2.p+2
Pour B : Multiplier par p puis faire p—>+eo .

p°+3.p+5 __Ap+_Bp4_<1p +_D.|02+E.p

p(p+)*(p°+2p+2) p  p+l (p+1)? p°+2.p+2
2 2
P ::Ap+Bp+Cp+Dp

2 2

p’p> p p P p

p—>+eo .

0=A+B+0+D B=-4
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Transformee inverse de Laplace

Décomposition en eléments simples :
Exemple :

p°+3.p+5 A B C D.p+E
2 (2 =7 + > T2
p.(p+D°(p"+2p+2) p p+1 (p+]) P °+2.p+2
On a donc déterminé A, B, C, D et E.

Cherchons maintenant les transformées inverses de chagque
elément simple !
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Transformee inverse de Laplace

Transformeées inverses de chague élément simple :

Exemple : JANNEXE A1 : TABLEAU DES TRANSFORME
A B C D.p+E LAPLACE DES FONCTIONS USUELLES

fi(t) = £1(F(p) F(p) = £(f(1)

" 1 * 1)* e 2 2 =N
_I_ _I_ _I_ . _I_ Impulsion de Dirac - ()
p p ( p ) p p Echelon {fonction constante) - u(t) /( I_i )
Rampe - M —— \p:

" u(t)

é £_1 A /

e * u(t) —

p te® ‘.u(t)/ H
—t / ] —
B.e e _—
A&t_sin[m.t].u(t} Ipf:‘:
C L1 Lt / e cos(0.1) (1) S
( p _|_ 1)2 C't'e shiot)u(t) | Ff—uv
ch(ot)u(t) oot




Transformee inverse de Laplace

Transformeées inverses de chague élément simple :

\

Exemple : JANNEXE A1 : TABLEAU DES TRANSFORME
A B C D.p+E LAPLACE DES FONCTIONS USUELLES
+ + + — -
5 2 f(t) = £1(F(p)) _ F(p) = L(f(t))
p p —I— 1 ( p —I— 1) p —I— 2. p —I— 2 Impulsion de Dirac : &(t) }
Echelon (fonction constante) - u(t) o
Rampe : tuft) ElT

" u(t)




Transformee inverse de Laplace

Transformeées inverses de chague élément simple :
Exemple : Au final :

p°+3.p+5
p.(p+D)*(p*+2p+2)

Pl

4

(A+ Be'+Cte ' +De.cos(t)+(-D+ E).e‘t.sin(t)).u(t)
avec A=5/2, B=-4, C=-3, D=3/2, E=2
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Réponse a un échelon systeme ler ordre

(d On consideére un circuit électrique RC, dont le
condensateur est déchargé. A t=0 on ferme l'intérupteur

R
=  Lallure de la tension peut étre déterminée I_{Z}i
V' e(t)=Ri(t) + u(t) ou i(t)=Cdu(t)/dt K | €
v' e(t)=RCdu(t)/dt + u(t) avec e(t)=5V (cte) => E(p)=5/p ] — | Wb
e(t) =
=  parlatransformée de Laplace on a
V' E(p)=RCpU(p)+U(p)
v Up)=E(p). -
(P) p) (1+RC.p) p(l+RC.p)
= parlatransformée de Laplace inverse on obtient :
Fy P 6.00
v u(f)=5)1-¢ * J 5.00 r',.l— ——
\ 4.00 /
3.00
umzm }r/
1.00
0.00 III
0 02 0.4 06 0.8 1 1.2

temps (s)



Cas général : Systeme du 1¢" ordre

J On considere la fonction de transfert

Xip) ——p Gi(p) }—pY(p)

v' 0u

_Y(p) _ k

Gip)= _—
(P Xip) l+1.p

— k est le gain statique du systeme

— 1 estla constante de temps > 0, elle caractérise la vitesse
d’évolution de la sortie y(t)

v' Réponse impulsionnelle : entrée de type Dirac, x(t)=0(t)

— Donne d’apres Laplace la relation
A.

Yip)=X(p)G(p)=1x =
l+z.p l+1p

— et le Laplacien inverse donne |la réponse temporelle suivante :

& yit)

~5'[”=£-€ _ \
T
!




Cas général : Systeme du 1¢" ordre

v' Réponse indicielle: x(t) = u(t) = 1

Yip) &k
Xip) l+1.p

X(p) —— G(p) ——Yip) Gip)=

— On ad’apres Laplace la relation

}-[JU}ZX:I}].G‘I}]:_X -
p l+zp pll+tp)

— et le Laplacien inverse donne |la réponse temporelle suivante :

J’[H:k{l—e_?] i

~ k _
/7 o
t= | o=

T ﬂﬁ—}-k Temps de réponse d 5% :
I=T 0,95k | Tr =31
Sxt | 099K —




Cas général : Systeme du 1¢" ordre

v' Réponse en vitesse : x(t) = txu(t) =1

X(p) —— Gip)

—» Yip)

Yip) &

G(p)= -
p) Xip) l+1.p

— On ad’apres Laplace la relation

: , . |
Y(p)=X(p)G(p)=—x
P

i.

k

l+1.p N pr1+1.p)

— et le Laplacien inverse donne |la réponse temporelle suivante :

_1'[I]=k[

I

t—-T+7e "

|

k.t

x(L)

& v(t)

Ayt

!



Cas général : Systeme du 1¢" ordre

v' Réponse harmonique : x(t) = cos(w.t)

Xip) ——» Gip) —Yip)

x(t)

yit)
G(py=12) _ V b“ b’/
Xip) l4+z.p

o Etude asymptotique du gain Cias
-~
L'expression précédente se met sous la forme: 20.log(k) —
20.log(k)-3 \
. v 1/t
G =20.l0g,, (k) — 10.log,,(1+ 7*.0°) | -
lit
-20dB/décade
1“cas: si w—0 alors G, =20.log (k)
2™ cas: si @ —3 oo alors G, = 20.log,,(k)-20.log,,(t.@m)
3*™cas: si =1/t alors G =20log,(k}-3
4™ cas: si =10/t alors G =20log,(k)-20 Fréquence de

Coupure - w=1/1

a  Ede théorigue de la phase

k

P= Arg{G[j. m}] avec Gl:j.m]l = m



Cas général : Systeme du 1¢" ordre

v' Réponse harmonique : x(t) = cos(w.t)

X(p) ——p Gip) |— Y x(t)

VANANAL
NN

Yip k
(7 = =
(P) Xip) l4+z.p V

a  Etude asymprotigue de la phase

T
er . . 0 4 | | .
1™ cas: siom—10 alors p— 0 |
-':‘L'HII\.' N * TI: J |
27 cas: 81 (W — oo alors @ — _E 4]
|
[Jbils) - . — i — E |
3*™ pas: sim=1/1 alors @= ~3 2] [




Cas général : Systeme du 1¢" ordre

v' Réponse harmonique : x(t) = cos(w.t)

Xip) —» Gip) —Yip) x(t)

VANANAL
NN

Yip) k
G - =
(P) Xip) l4+z.p V

7. Lieu de Nyquist

I+ jrew 1+ jrw l-jrm
on a alors:
. k . i
X:RE[G{J.m}]zm siw—0 alors X=ket Y=0
si w—e= alors X=0 et Y=0
. -k.tw
Y =Im[G|[J.m]|]: P
Y ) k k X*
on a: E=—m.1: doi: X= Yo XLy’
14—
x-

——
E
|
b |
—
[
+
-
=]
|
—
ra | =
T
]

L'équation devient alors: X* +Y =k X ou encore:

C'est I'équation d'un cercle de rayon k/2 centré en
(k/2:0). Le lieu de Nyquist correspondant est donc le

demi-cercle inférieur (car w est positif).



Réponse a un échelon systeme 2™ ordre

Imagnary Avs

] Systeme du second ordre : G(p) =1

C
p” + p+C)

Cas 1 pour c=1 > Pdbles -0.5 + 0.866i
Cas 2 pour ¢=0.4375 - Poles -0.5 +0.433i

Pole-Zero Map

Real A2oas

E‘“

Ampitude

eeeeeeeeeeee

- - T - - -
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Domaine de stabilité

d Un systéme est stable si et seulement si les poles de la
fonction de transfert sont a partie réelle strictement
négative :

_B(p) _
G(p) = est stable < {vp/A(p) =0 — R(p) <0}

Pole-Zero Map
L L = T -
06~ 0.5 D347 046
0.5 [FO76- X
06 Fass ) D&
+Oscillant
1.4 . . L
054 -
2 02fooss_ S
= R
= < ——-3-== 1 {# Instable
= . - AT a2
a5 . - ! e <
£ -0z PSS 5 4+ Dynamique - e
i orad i
AT N D4
05 Loree
o 05
- aFe a5
064 0.5 " O34 016
-1 -
: - ) : - ) : 83
Feal Axis



Influence des zéros

d  Un systéme qui a un zéro a partie réelle positive est un systéme a non
minimum de phase : : : : :

1 —

Influence d’'un zéros 0.5 _ _ | i
dans le demi plan droit f' zZéros négatifs | zéros positifs

-1 T 0 05 1




Matlab : Création du systeme

] Fonction : tf

>> B=1 :
»>> A=[1 1 1] :
=> tL(B,A)
1
G(S) =1 Transfer function:
(s +s+1) 1

>> pzmap (B,A) ;




Etude temporelle d’un 2¢ ordre

Systeme du 2¢ ordre (forme canonique) :

H(p) = K = he)

2
1+2€i’p+p2
Q% Q%

avec : ®, : pulsation propre non amortie (unité : rad.st) ;

& 1 (« X1 ») coefficient d'amortissement (sans unite)
(on emploie aussi les notations z ou m) ;

K : gain statique (unité : [s] / [e] ).
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Réponse indicielle : 2¢™¢ ordre T

Entrée: e(t) = E, u(t)

On applique la transformée de Laplace :

K E
SP) =H®) E@) =4— =
m—g-p +-m—ﬂ--p+1

Cette expression n’est pas disponible dans le tableau des transformées de Laplace. La
transformée de Laplace inverse nécessite au préalable une décomposition en éléments

simples.
1 2-¢
2 _
—_ +—p4+1]l'p=0
(muz P Wo P ) P

- . . o . L, @-1

On trouve p=0 ainsi que les racines du polynéme qui dépendent du signe 4 =4 0z
0

On distingue les trois cas :
« Sil'amortissement est faible ((<1), alors 4<0 et il y a deux racines imaginaires distinctes
* Sil'amortissement est critique (¢(=1), alors 4=0 et il y a une racine réelle double
* Sil'amortissement est important (¢>1), alors 4>0 et il y a deux racines réelles distinctes
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Régime apériodique

Lorsque 'amortissement est fort, & > 1, la réponse est amortie (régime apériodique).

Dans le cas ou £>1, le dénominateur possede deux racines réelles :

P=—5'fﬂoiwﬂ'\"fz—1

Sachant que € et wg sont positifs, on vérifie que les deux poles sont a partie réelle négative ce qui

assure un comportement stable. Ia sortie peut s’écrire sous forme factorisée :
K . Eﬂ . (ﬂﬂ

@-p)-@—p2)p

La décomposition en éléments simples s’écrit sous la forme :

_a B Y
S(p)_p+(p—p1)+(p—pz)

S(p) =

La transformée de Laplace inverse s’obtient a l'aide du
tableau des transformées de Laplace :
ebzt eb1t

Wy
2+ JE2 =1 (Pz P1) u()

Propriété 1 : Les propriétés et tracés remarquables sont résumeés
e Valeur a 'origine : s(0) = 0
e Asymptote a P'infini : lims(t) = K E

t=Co
e latangente a 'onigine horizontale

s(t) =K Ey-(1-

4

T2

Ti3

R e T T T -

A
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Régime apériodique critique )=
¢ = 1, I'équation caractéristique admet une racine double p = —w,

Cette valeur est négative, le systeme est donc stable. La sortie peut
s’écrire sous la forme factorisée :

K - EU Wy
S(p) = >
(P + o)™ p
La décomposition en éléments simples s’écrit sous la forme
o B 14
Sp) =—+ +
p (@t+twy) (p+wy)’

La transformée de Laplace inverse s‘obtient a partir du tableau des transformées
de Laplace et des valeurs o, 3, v

S =K Ey-u(t) - (1—A+t wy) e @M

4

Propriété 2 : Les propriétés et tracés remarquables sont résumés
e Valeur a Porigine : §(0) = 0
e Asymptote a I'infini : lims(t) = K- E,

t—oo

. . e . temps t
e Ia tangente a lonigine horizontale Ly
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Régime pseudo-périodique PR

¢ <1, le dénominateur possede deux racines complexes conjuguées
p=—$wotiwyr1-¢2

Les constantes & et w0 sont réelles et positives donc le systeme est stable car les poles

de sa fonction de transfert sont a partie réelle strictement négative.

La décomposition en éléments simples de seconde especes donne

K - Eq - w§ _a, B-pty
P*+2- & wy'p+wi)'p P P2P+2-& wop+wh

S(p) =

On en déduit la réponse temporelle par application de la transformée inverse de Laplace

sin(wp-T= 1))

S(0) = K+ Egu(t): (1 —emen - (cos (o147 1) +J%@ﬂ

()

Propriété 3 : Les propriétés et tracés remarquables sont résumés Figure 3 :

e Fonction oscillante (partie sinusoidale) qui représente donc des ke,
dépassements et amortie (exponentielle décroissante).

e Valeur a Porigine : s(0) = 0

e Asymptote a 'infini : !ng s(t) =K-Ej

|¢5%

e La tangente a l'onigine horizontale

Temps



7 . V4 . . H(p) -
Régime pseudo-périodique 2
gime p périodiq 1B
'_ @, 0
il
Keg| |15%
| Réponse indicielle
L 7 |
€
o
g
QU
0.1
g 8 : Temps :
o
3 £
0]
< = Influence du coefficient d'amortissement sur
O Jé Vi
- e o la réponse temporelle d’un second ordre
2.01

0.01 0.1 0.2 0s 0.7
Coeflicient d'amortissement du second ordre

Influence du coefficient d'amortissement sur le dépassement



Pourcentage du dépassement

Abaq UES ! Identification Sys 2™ ordre

D %o

101

Dy premier dépassement

(e plus grand)

0.01

0.1 0.2 05 07

Coeflicient d'amortissement du second ordre

1000

100 - —

Wq - tT',S%‘

10 - —
/ 2= 0,69 '
- systéme du 2
/' ordrele plus rapide
S 4
1
0,01 01 1 10.

Coefficient damortissement
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Etudes des systemes linéaires

3 Définition :

= Un systéme est stable ssi la réponse du
systeme tend vers O lorsque t tend vers o

= Un systéme est stable ssi les poles de sa
fonction de transfert sont a partie réelle

négative.

d Exercice : Ce systéme bouclé est -il stable ?

—p(X(p') i %)—» H(p)

Y(p)
_..

H(p)=

p(p+1)



Stabilité en boucle fermée (BF)

d Le systéme en BF est stable

X(p) + H(p) :'{1‘1} H 1
- = p(p+1

1 car sa transmittance en BF :

Y(p) H(pp) 1
X(p) 1+H(p) p’+p+l

d Présente des poles a parties réelles

négatives 1,3

P :_5_7"’



Courbe
de
(Gain

Lieux de Bode

Le gain G et la phase ¢ sont décrits en fonction de la pulsation w=2xf et
exprimés en echelle semi logarithmique. Le plan de Bode consiste donc a tracer
deux diagrammes, un de phase et un de module.

1 . - i
Exemple : G(p) = — Gain: G Eﬂ_lng,,,|H{_,r.m:||
1+p
Phase : @=arg(H(jw))
001 0.1 1 10 100 1000 001 01 1 10 100 1000
10 10
0 i
0 -10 +l
a-10 N :F; =20 k\
=20 Courbe ] jg q
3 de § 50 "1
-30 .
phase £ 60 .
-40 e N
-50 -80 L
w (rad/s) .80 =1
@ (rad/s)




Lieux de Bode

0 Dérivation p 7 Intégration /e
G (dB) 4 G (dB)
A
20dB |----- P ente+ 1 2()d§<16-1
0dB ' > W) B0 i s
! 10 100 ‘ |
A @(rad)
/2 . o,

> @(}g —7t/2




Lieux de Bode

1 Premier ordre H(s)=(1+Ts)™ (T >0)

: - 272
¢ Gain G =-10log,, (1 +@?T?)
» ol <<1,G =0 ‘,a)T>>1,Gz—2010glOa)T
asymptote horizontale asymptote de pente -1

1
Les deux asymptotes se coupenten® =

» A w=w,, on a G=-3dB. w, pulsation de coupure a 3dB

® Phase ¢ =—arctan(awT)

» ol <<1,¢=0

| T asymptotes horizontales
>l >> 1, Q= —5

.‘ T
A o=, ona¢=—z



Lieux de Bode

2 Premier ordre H(s)=(1-Ts)" (T >0)

G = —1010g10(1+ a)sz) mais ¢ =arctan(aT)
La phase change de signe par rapport au cas précédent (1+7s)!

- -1
G (dB) H(s)= (1 2 TS) (p(orad) H(s) = (l + Ts)
: T o =TT
‘ : \\l \\ !
-10 ] I \ I
-15 i N -n/4 \\'
20 : 1
25 :r \‘ :\\
-0 : N
i \ .
-3 t+ -2 - || | M | =
“ = nl - Dy
0 10 * 0 0 Blog 10’ 10 1 10 2 i
T @(rad T
w2 r
: /’/
- 1/ ]
H(s) =(1-7s) . :
A"
LA
0 ‘Io/ : 2 3 a)l()g

\utomatique o



Criteres de stabilité

A Critéres mathématiques
» Critéere de Routh-Hurwitz
= Critere du lieu des racines

A Critere graphiques
= Critere de Nyquist
= Critére de Black-Nichols
= Critere dans le diagramme de Bode



Critere de stabilité au sens de Routh

] On considére la fonction de transfert :
= H(p) =N(p)/D(p)

= ol D(p) = ap.p” + an.p” +.. .+ ap avec a,> 0
O Le tableau de Routh se construit ainsi

n

; b S e e e L

n-1
P dn-1 — | dn-3 dn-5
Pn-z b _ au—] 'an—l - GJI—S 'an b _ a}:—l 'a}f—;l —d a

no n—-1 =
d a
1—1 1—1
P11-3 bu 'an—_% - an—l 'bn—l bn 'au—_' —d 1 b
b b

0

P

O Critére : un systeme est stable si tous les termes
de la 1" colonne sont de méme signe.



Application du critere de Routh

J On considere la fonction de transfert :

Y(p) H(p) _ 1

X(p) 1+H(p) p*+p+1

Conclusion : Ce systeme est stable car tous les termes de
la 17 colonne sont de méme signe.



Application du critere de Routh

. Exercice

X(p) + H(p) ;':H” H(p) _ 2K
— p(p+2)(p+3)

. Déterminer le transfert de la BF : Y(p)/X(p)
] Donner le tableau de Routh

. Conclure sur la valeur de K pour assurer la
stabilité



Application du critere de Routh

[ Solution de 'exercice

= | afonction de transfert en BF vaut :

H(p) 2K
1+H(p) p’+5p°+6.p+2K

= | e tableau de Routh est : N 6

= |es conditions de stabilité sont

1 30-2K

( 30-2K
~

0 p 2K 0

< 5
2K >0,

L

= Soit0<K< 15



Application du critere de Routh

1 Cas particulier  p(p)=p* +357 + 25 +6p+1

P 1 2 1

p 3 6 0

p 0 0

pl [nn] o
0

P _

D SOI ution On remplace le terme nul par un ¢ positif et on

) poursuit la construction du tableau de Routh:
p 1 2 1

1l 3 |5 _ o

P . ) o * Lorsque I'on fait tendre ¢ vers zéro par

! 653 ) valeurs positives, on constate que 6¢-3 end
) c vers -3.

P ! » Le systeme est donc instable.




Application du critere de Routh

] Cas particu

1

Dip)=p*+3p° +4p® +3p+3

On se trouve dans le cas particulier ou une
ligne complete est nulle.

« On pose le polynbme auxiliaire

P, lp)=3p" +3

« On calcul sa dérivée par rapporta p
dP

WEL

— = =4
dp P

* Il reste a remplacer la ligne nulle par les

coefficients de %= _

&
dp P



Critere de Nyquist

Toutes les racines de IERNE) I EL. X% H(p) X<(p)
ont une partie réelle strictement négative

(systéme stable) si le diagramme de Nyquist
de la B.O. n'entoure pas le point -1

Xr(p)

< K(p)

A

Critere du Revers

Im(KH(w))

Le systeme est stable en boucle e
fermée si le diagramme de ; S0
Nyquist de la fransmittance en - > REKH())

. \
0 [OLI0]
laisse le point -1 sur sa S

] Point'critiqu
gauche lorsque la pulsation o R
varie de 0* a l'infini. Critére du revers

Me=20l0g(1/X)




Critere de Nyquist (Revers)

Un systeme sera stable si, en parcourant le lieu de transfert
dans le sens des w croissants, on laisse le point critique (-1,0)
sur la gauche.

F 3

=]

| Q

Instable Limite de
stabilité

Stable



Critere de Black Nichols (Revers)

Si on laisse le point critique a
sa droite quand on décrit
la courbe de T(jw) dans le
sens des o croissants: le
systeme est stable.

Point critique

Critere de Black




Critere de Black Nichols (Revers)

Un systéme est stable si en
parcourant le lieu de
transfert dans le sens
des w croissants, on laisse
le point critique (-180°,
Odb) sur la droite.

Limite de
stabiliné



Criteres dans le diagramme de Bode (Revers)

1+ K(p)xH(p)=0 =1+T(p)=0 :>T(p):—1{

O Pour la fréquence ®, pour

laquelle T3 (®,) =0 si
* o¢(o, )>-m: stable
= o¢(w, -n: instable

ov
= Pour la fréquence »C pour
laquelle Arg(T)=-x si
s T(wC )*1: instable
m T(wc X1 : stable

T, =20logT(p)=0
ArgT(p)=-x

A T(dB)

Sy,
STk, PN
u_We
}
|
\

Critere de Bode




Criteres dans le diagramme de Bode (Revers)

Un systéme est stable si,
lorsque la courbe de
phase par -180°, la courbe

de gain passe en dessous
de O db.

Limite de
stabilité




Marges de Gain et de Phase

Marge de phase (sur la boucle ouverte)

Déphasage supplémentaire qui ferait passer la courbe de I'autre co6té du point
critique. Valeur dont il faut augmenter ¢ pour KH =1 pour arriver au point
critique.

Marge de gain (sur la boucle ouverte)

Nombre de dB dont on peut augmenter le gain sans provoquer l'instabilité.
Valeur dont il faut augmenter KH lorsque ¢ =-180° pour arriver au point
critique.

A T(dB) .
o~ stéb,
/\Jm(KH(m)) Stabiy )
e
\ vt
Mg=20log(1/X) . o log (©)
\ ! Me
OSSR SN 0 () N e 0 e o s \L\\
, A Pl
i 50 ¢(rad) m 5 log (@)
g 0 5
——=T 0y ,
Point ‘critique o N N
5. Y m I\
Poing critique R A—

Nyquist Black Nichols Bode



Marges de Gain et de Phase

Clest I'écart entre le tracé de la représentation fréquentielle de la fonction de transfert et le
point critique -1 (0 db, -180°), c'est-a-dire le degré de stabilité du systéme boucle.

Marge de phase : Mg = () )+ 180° avec Glw))=0
Marge de gain: M, = -G{w) avec ((an) = - 180°
Dans Bode
DanS BlaCk G(dB)

-

A \
i M‘.i

( Le point critique
(-180° 0dBE)

o

Mo
-180°




Dans Nyquist

.‘..".004.."‘. L (j W 1 80 ) m,‘.“
—arge de Gain ‘m(G(jW)K("iW))
. . N/ >
0 Marge de gainen dB  GM, =-2010g,,|L(jw,) 1 X
» oU Wy, est la pulsation a laquelle le tracé de
Nyquist coupe le demi-axe de phase 180°. PM W | e
[CRSN I
» elle mesure de combien le gain peut varier a cet
endroit avant de toucher le point critique (-1)
| o L(jw)
0 Marge de phase PM =zL(jw,)+180° ot |L(jw,)=1
» Elle mesure de combien la phase peut varier
avant de rencontrer le point critique (-1)
1
L GM =—
0 Marge de module [S[. ‘L(leso)‘
» Elle mesure la distance minimale du ou ZI—(JW180):_180

tracé de Nyquist au point critique



Manipulation des schéma-blocs et des FT

Blocs en série :

— 1 Hip) 1 Ha(p) 1 Hi(p)

$

BN Hy(p).Hy(p).Hap) [PEL

Justification :
S(p) = Ha(p).Y(p) = Hz(p).Ha(p)-X(p) = Hz(p).H,(p).H1(p).E(p)

115



Manipulation des schéma-blocs et des FT

Blocs en parallele :
| E4(p)
H1(p) |
E(p) S(p)
+
: H2(p) E,(p)

s

RN Hy(p) + Hy(p)  [RRL

Justification : S(p) = E;(p) + E,(p) = Hy(p).E(p) + H,(p).E(p) =
[H.(p) + H,(p)].E(p) 116




Manipulation des schéma-blocs et des FT

Déplacement d’un point de prélevement vers la droite :

E(p) S(p) | Justification :
H(p) | Schéma 1 : S(p) = H(p).E(p)
et E(p) = E(p)
E(p) Schéma 2 : S(p) = H(p).E(p)
et E(p) = H(p).?.E(p)
@ =>? = 1/H(p)
E(p) S(P)
— H(p) ’
1 E(p)

H(p)

117




Manipulation des schéma-blocs et des FT

Déplacement d’un point de prélevement vers la gauche :

E(p) S(p) Justification :
— H(p) > Schéma 1 : S(p) = H(p).E(p)
Schema 2 : S(p) = H(p).E(p)
S(p) et S(p) =2.E(p)
@ — = 7 = H(p)
E(p) S(p)
H(p) -

118



Manipulation des schéma-blocs et des FT

Déplacement d’un comparateur vers la droite :

E(p)

A(p)

S(p)

Justification :
Schéma 1:

S(p) = A(p).E(p) + A(p)-Y(p)
Schéma 2 :

S(p) = A(p).E(p) + ?.Y(p)
=>7?=A(p)
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Manipulation des schéma-blocs et des FT

Déplacement d’un comparateur vers la gauche :

E(p) S(p) Justification :
—1 AP) Schéma 1 :
S(p) = A(p).E(p) + Y(p)
Y(p) ' Schema 2 :
S(p) = A(p).E(p) + ?.A(p).Y(p)
@ =>? = 1/A(p)
£ ®_ Ap)  |-S0
Y(p) 1 ‘

A(p)

120



Manipulation des schéma-blocs et des FT

Déplacement entre comparateurs :

Y(p) Y(p Y(p)
E(p) % S(p) E(p) S(p) E(p) @gp)
. @& - =)
“ (X @ @
T X(p) T X(p) T X(p)

Justification :  S(p) = E(p) + X(p) — Y(p)
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Manipulation des schéma-blocs et des FT

FTBO et FTBF:
FTBF Chatnedirecte
(p) S
T oo e
- D(p) S(p
‘ . 1+ D(p)-R(p)
R(p) .
FTBO
= chaine directe + chaine de retour
S chaine directe
FTBF =) _

E(p)

1+FTBO
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Manipulation des schéma-blocs et des FT
e

FTBO et FTBF .
S(p)
D(p) *
e o, _ DD )
1+ D(p).R(p)
R(p)
Signe « — » pour le retour
S(p) E(p) £(p) S(p)
D(p) [ D(p) [
)
Y(p)

R(p) - R(p)
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Manipulation des schéma-blocs et des FT

e
FTBO et FTBF :

E(p) £(p) S(p)
D(p) S
‘ Y(p)

e @, DD )
1+ D(p)-R(p)

R(p)

A Pour que le systeme soit bouclé, le point de prélevement doit
étre situe apres le comparateur (alors seulement le
« retour » existe)

E(p) C D S(p)
D
(P) Ceci n’est pas une boucle !!!

(p) S(p) 5 .
r E() (P)—R(p)

— R(p)
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Manipulation des schéma-blocs et des FT

Systeme multi-entrees (theoreme de superposition) :

K(p)

T(p) : Perturbation
B

Y(p)

-

R(p)

Fonction de transfert entre E(p) et S(p) : prendre T(p)=0 :

K(p)

G(p)

E(p) ,( g% > |

S4(p)

H1(p) —

S, (P) _
E(p) 1+K(p).G(p).R(p)

R(p)

K(p).G(p)
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Manipulation des schéma-blocs et des FT

Systeme multi-entrees (theoreme de superposition) :

T(p) : Perturbation
Elp)( 2 e K(p) —»é)—» G(p) TELS

e R(p)

Au final, la sortie pourra donc s’ écrire :

S(p) =H,(p).E(p)+H,(p).T(p)

__ KGO ey, G(p) |
1+ K(p).G(p).R(p) 1+G(p).R(p).-K(p)

On étudiera donc separément les effets des différentes entrées sur la
sortie !

Concretement nous n’étudierons qu’une seule entrée a la fois.

T(p)
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Vérin électrique asservi en position :

XCE’

A

A(p) = H,(p)-A.(p) + H,(p).F; (p)
Pour determiner H,(p) :  On considere que F¢(p)=0

B

P

C

Q(p) G i) e(p)
A

_@ P(p),

E

F:(p)

F(p) é |

Exemple de FT a partir d’un schéma-blocs

Mp)

Deux méthodes possibles, soit la méthode directe, soit via le schéma-
blocs (plus simple ici car il n’y a que des boucles simples)

7‘09,

_@ P(p),

Q(p) <§§>s(p)

F(p) §> ,

p2

Mp) |
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Exemple de FT a partir d’un schéma-blocs

-
Vérin électrique asservi en position H,(p) :

| FTBF,(p) :
AP Q) S He@)) B g PO SR D L M)
p ' p? l
|
e |
A
_________ -
I FTBF,(p) C.D FTBF,(p) :
MM e | B | p2 _ CD AP,
| P 1. CD.E p?+CDE I
I p2 |
| A ;
B CD
kCE.A Q(p) p p’+C.DE _ B.C.D k(p):
1,BCD p°’+C.D.E.p+ABC.D
p p°+C.D.E
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Exemple de FT a partir d’un schéma-blocs

XCE’

Mp)

Vérin électrique asservi en position : F(p)
B P(R),[ ¢ LF(R) D
P p?

190) % o(p)
A

E

A(p) = H,(p)-A.(p) + H,(p).F; (p)
Pour determiner H,(p) :  On considere que A (p)=0

Deux méthodes possibles, soit la méthode directe, soit via le schéma-
blocs (plus compliqué ici car les boucles sont complexes)

Ap)=—
P

i(p)|:1+ b .(E+E

2

p

P

)

B
Ff(p)+C-(—E-/1(p)+E-(A-O—M(p))j
D _
RN (( S -Y:

F.(p) ABCD+CD.E.p+p°
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Commande classique d'asservissement

R ’ U Y
—> ,;F}—> K P

On note L = K . P le transfert de boucle

On note S la fonction de sensibilité Wolal o

On note T la fonction de sensibilité complémentaire



Commande classique d'asservissement + perturbations

Wu
REGULATEUR PROCESSUS

W o+

Wy

g
Avec :

= W, bruit surl'entrée u
= W, bruit de sortie
= W, bruit de mesure

La sortie Y est alors donnée part la relation suivante

_ KPP ] W, - KP
1+KP  1+KP 1+ K.P |+ K.P

Wy

Wb

131



Ensemble des différentes fonctions de sensibilités

Wu Wy

REGULATEUR PROCESSUS
W + N .
1
*N?E—) K P

Le gain K(p) = k@) et le process P(p) = 5()

S(p) A(p)
sont représentés par des fonctions de transferts

Sensibilité de la | AS

sortie a  une Syy = Syy =1-T Syy =———

perturbation sur - 1+KP ' ) AS+BR

la sortie

Scn‘:-‘.lbllm_:: de la KP BR

sortie a une va - : Swh =-T Wb Em———

perturbation  sur ’ I+ K.P ) ) AS+BR

la mesure

Sensibilité de la

sortie a une

perturbation  sur S - P Syu =PSyy S = B.S

la commande WL KP '  AS+BR

Sensibilité de la

commande a un

bruit de sortie ou v = K Suy =-KSyy o = _LR

de mesure : 1+ K.P ’ ’ AS+B.R
132



Allure recherchée lors de I'étude du correcteur K

- d'¢loigner le lieu de Black du point -1 (0 dB, -180°) de fagon a augmenter la stabilité,
cest a dire augmentation de la marge de gain et de la marge de phase.

Souvent on choisit: Mg = 10 dB et M@ > 45°

| AN QR
i ' %}m w—0 REGULATEUR " PROCESSUS v
! Gain élevéet LA I % - '
i retard de phase / % ’ ’
| Retard de phase
0dB I ¢° 1+7, .
) . K(p)= 2P ) b>1
| Eloignement du 1+b7, .p
! _. point -1 et avance
| e de phase
| % Avance de phase
' l+art .p
l K(p)= ——. a>1
(N—c0 i l:p) 1+ r,.p
-180° 0°

- d'augmenter le gam du systtme en boucle ouverte pour augmenter la précision.
L'annulation de l'erreur statique peut étre obtenue si le systéme en boucle ouverte admet
une intégration (1/p).

- D'augmenter la bande passante, ce qui diminue le temps de réponse,

- Provoquer une avance de phase en moyenne et haute fréquences et un retard de phase en
basse fréquence pour une meilleure stabilité.
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Exemple

Perturbation W

Pemurbation W N ¥
sur la compmande I
Consigne
|— CORRECTEUR PROCESSUS ‘ — ¥
“l . LI I
2 ] - — -
—_— I p +{rl: p+1 -l - NI
—- - 0.5-p" +p
N , Bruit sur ka
I b pwegwre
Montrer que Yp 1 LU
W(p) 0,5p” +p+1 B
P:l::deg o " ;?J:salinn(rad.sec)m:
B(p)R(p) 1 50 SqN
Transfert de boucle  K(p)P(p) =SR-3 _ 5 il
A(p)S(p) 0,5.p" +p 150 T
o ot w0t 1;?|Jllsslion (rad sec)wz
ol efey 7 E}' _ A{P}S{P) :oGai“dB
Sensibilité W, " A(P)S()+ BEIR(E) 0 I
) =g il
Ey _ ﬂ,ipz +p wl LT q
W}r {},S.pz + P + I. o v 1 lopulsstitm(ﬂd-sec) b

Réponse fréquentielle *3*



o, E':" D..EPE +P :oc"lda
Sensibilité W 3
y 0,5p~+p+1 0 po>
20 | ‘,a//
o /,"

10-2 10-1 100 101 102
pulsation (rad/sec)

Réponse fréquentielle

Réponse temporelle a une perturbation échelon en sortie a t=15s

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Réponse indicielle avec une perturbation sur la sortie
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Etude des correcteurs : Régulateur de type proportionnel intégrale dérivée

CVD
A

A 4

v

> Régulateur systeme

) = K, * (0~ Y )+ K, (50 - YO )+ K (0 -y

=K, *&(t) + Kijg(t)dt +%g(t)

Pour augmenter la dynamique et compenser les inerties dues au temps
mort on ajoute une action dérivée au régulateur.




Structure : Régulateur de type proportionnel intégrale dérivée

mesure

Régulateur
Parallele ‘
( ) consigne erreuri i ++ i Con;:mnde
X € 1 X € : TI p + : e
c(p) =22l K 4T pr | |
e(p) T.p | |
Xr i T,p i
Série
Régulateur
consigne < erreur? Kp i po i comr;(:and
(p)—x (P) =K (1+ij(1+po) xe 8‘ TP % |
£(p) Tp . | |

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



A 4

Régulateur

A 4

Retard de
1s

1/(p+1)

1.5

0.5

14




Résumé : du régaleur PID

Action Avantage Désavantage
P Dynamique Ne permet pas d’annuler une erreur statique
I Annulation d’erreur
statique Action lente
D Action trés dynamique Sensibilité aux bruits

Avantage des régulateur PID :
-Structure simple
-Pas besoin de modélisation pour la synthese du régulateur

Désavantage des régulateur PID
-Réglage empirique
-Pas de garantie sur les performances et la stabilité



Résumeé : du régaleur PID

1)

2)

3)

Le correcteur proportionnel amplifie le signal
d’erreur mais il persiste une erreur.

On ajoute un correcteur intégral pour annuler
I'erreur statique.

Si le systeme ne réagit pas assez vite, il convient
d’ajouter le correcteur dérivé.




Compensation de poles et/ou zéros instables

Hypothése : Pour assurer une stabilité interne en présence de pdles et/ou zéros instables on suppose
gu’il 'y a pas de compensation de poles et zéros entre K(s) et G(s) (robustesse aux incertitudes de
modeéle).

1

. Pls)=—, Kyls)=—, Kyls)=2
Exemple: ( ) s_1 1( ) s+1 2( )
. Le correcteur K,(s) compense le pdle instable p=1, on obtient dés lors pour K;(s) et K(s)
respectivement les fonctions de sensibilité complémentaire
1 2
s+1 1 s-1 2 5 1
Tl(S): S+1 = , T2(S): S = P (S): ,
1_|_i 5+2 1+i s+1 s—1+0
s+1 s-1
. Si I'on considére maintenant une petite variation o du pole du procédé alors :
1 s-1 2
148541 s—1 s—1 145 2
Ty(s)= s-1+06s+1 _ _ | T,(s)= S _
o1 sl (s-148)s+1)+5-1 §2 4 (541)5+5-2 1+ 2 s+l+d
s—-1+0s+1 s-1+9

v" T,(s) est alors instable pour une perturbation & trés faible, alors que T,(s) reste stable pour & >-1



Q

Q

Correcteur proportionnel

Hypothese : Régulateur égal a un gain proportionnel constant noté K

A 4

Régulateur

A 4

systeme

Action du correcteur

Ce correcteur équivaut a une translation verticale de la courbe dans plan de black et bode

0dB

=
K=1 J-'J
L

i
%
\
Ly
%
9
-
-
T
-

o g o
5

-180°

v



Correcteur proportionnel Intégral

. , , R , , l4Tp
Hypothese : Régulateur est noté C(p) et peut étre représenté par C(p)=K. s

: K=0,1>0
p

A 4

v

O
A

Régulateur systeme

Action du correcteur

= Ce correcteur introduit un podle a I'origine. L’action de ce correcteur se fait sur les
basses fréquences. La présence d’un intégrateur annule I'erreur statique, mais il
ralentit le systéme et peut le déstabiliser s’il est mal placé.

= On remarque, sur le diagramme de Bode, que ce correcteur n’influence
pratiquement plus la phase pour des pulsations telles que w > 10/t 20logK
0=
. Pour information : Réalisation électrique du régulateur PI

g mfrmmmm e e e e
i, :
Clp)==z. l+RC.p
R, RCp
r=RC

K= Rj.r"R,u




Application : Influence correcteurs P et PI

Hypothese : Régulateur C(p) égal a un régulateur P

A

. d
y+‘©£‘ ufl\‘l y

T Clp)=1 " 1 11,

Donner le bode du transfert de boucle

Donner la fonction de sensibilité et analyser la réponse de
I’erreur a t - o= pour une perturbation d(t) constante

e® _,
dp)

Aide utiliser le théoréme des valeurs aux limites

v



Q

Application : Influence correcteurs P et PI

Hypothese : Régulateur C(p) égal a un régulateur PI

A 4

. d
y + € u fl\ 1 y
() c@) =12 ~

| T T
T

Donner le bode du transfert de boucle

Donner la fonction de sensibilité et analyser la réponse de
I’erreur a t - o= pour une perturbation d(t) constante

e® _,
dp)

Aide utiliser le théoréme des valeurs aux limites

v



Correcteur a retard de phase

l+r.p

O  Hypothése : Régulateur égala C(p)= K, b>1,K>1, t>0
+bht.p

A 4

v

O
A

> Régulateur systeme

Q Action du correcteur

= L’action se fait sur les basses fréquences. Il permet
de réduire [l'erreur statique et augmente la
robustesse dans la zone fréquentielle souhaitée

G (dB) 1 ; iimm

1
? bt iy T

20logK

/ -180° -90°

1
1
1
1
S-S S Effet du correcteur 4 retard de phase



Correcteur PID

R . , . T K
Q Hypothése : Régulateur égal a Cip)=A+1, p+—+ = r—[l +1,.pNl+1,..p)
P ]

A 4

v

Régulateur systeme

O
A

Q Action du correcteur

= L’action se fait sur toutes les fréquences. Son effet
est stabilisant, il annule I'erreur statique et contribue
a augmenter la rapidité.

-9

G (dB)
! GidB)
F i
~J -1 ! 1 A
AN |
|
0dR o —
h | 0 dB
{p‘ i >
#90° Locccccaaaa- e
i
i
[}
T B @
—/!
907 |
1
T



Correcteur PID filtré

Q L'action dérivée d'un correcteur PID peut poser des problemes d'amplification du bruit dans
les hautes fréquences, c'est pour cela que I'on adjoint souvent a l'action dérivée un filtre
passe bas du premier ordre. Le transfert d'un PID filtré est alors:

i }‘:_ T ‘: i I.
1 —B i Ic.'.ln_!] |_—'J,_ ['-..I_.‘.Td.l lt—1.p'
Uip) _ i 1 r Tg-p | T L N.T;) LN
gp) T,.p ]1T,J.|::-= F"T—'J-P:
. M M

La représentation fréquentielle de I'action dérivée est donnée par la figure

* Gan{dB)
Repriésentation de Bode de la dérivie filtrée

>

M pulsation rd's

Ce régulateur dispose de quatre parametres de réglages qui pourront étre mis a profit pour
maitriser la dynamique d'un processus du second ordre.



